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@ Introduction
© Dichotomie

© Méthode de Newton
@ Présentation
@ Approximation de la dérivée
@ Code Newton
@ Fonctions de bibliotheques

@ Quelle méthode choisir ?
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Introduction

@ Introduction
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Objectifs

@ On veut donner une solution approchée d'une équation de type
f(x) = 0 ou est f est une fonction numérique continue.

Ivan Noyer ( Lycée Thiers ) Résolution numérique de f(x) = 0 4/46



Objectifs

@ On veut donner une solution approchée d'une équation de type
f(x) = 0 ou est f est une fonction numérique continue.
@ Deux méthodes :
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Objectifs

@ On veut donner une solution approchée d'une équation de type
f(x) = 0 ou est f est une fonction numérique continue.
@ Deux méthodes :
o Dichotomie : facile a3 mettre en ceuvre. Peu de vérifications préalables.
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Objectifs

@ On veut donner une solution approchée d'une équation de type
f(x) = 0 ou est f est une fonction numérique continue.
@ Deux méthodes :

o Dichotomie : facile a3 mettre en ceuvre. Peu de vérifications préalables.
e Méthode de Newton. Souvent plus performante. Davantage de
prérequis.
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© Dichotomie
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Principe

@ Basée sur le théoreme des valeurs intermédiaires : Si f est une
fonction numérique continue sur [a, b] et si f(a) et f(b) sont de
signes contraires et non nuls, alors il existe ¢ €]a, b| tel que f(c) = 0.
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Principe

@ Basée sur le théoreme des valeurs intermédiaires : Si f est une
fonction numérique continue sur [a, b] et si f(a) et f(b) sont de
signes contraires et non nuls, alors il existe ¢ €]a, b| tel que f(c) = 0.

e f(a)f(b) <O0.
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Principe

@ Basée sur le théoreme des valeurs intermédiaires : Si f est une
fonction numérique continue sur [a, b] et si f(a) et f(b) sont de
signes contraires et non nuls, alors il existe ¢ €]a, b| tel que f(c) = 0.

e f(a)f(b) <O0.

@ Voir dichot.pdf.

6/46
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Exemple

Approcher v/2 2 0.1 pres
o f(x)=x?>-2,1=1]1,2], f(1) = —1, f(2) = 2. Précision 1. Iy = [1,2]
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Exemple

Approcher v/2 2 0.1 pres
o f(x)=x?>-2,1=1]1,2], f(1) = —1, f(2) = 2. Précision 1. Iy = [1,2]
o f(142)=f(1.5)=0.25 h =[1;1.5].
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Exemple

Approcher v/2 2 0.1 pres
o f(x)=x?>-2,1=1]1,2], f(1) = —1, f(2) = 2. Précision 1. Iy = [1,2]
o f(142)=f(1.5)=0.25 h =[1;1.5].
o f(12) = £(1.25) = —0.4375, I, = [1.25; 1.5]. Précision 0.25.
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Exemple

Approcher v/2 2 0.1 pres

o f(x)=x?>-2,1=1]1,2], f(1) = —1, f(2) = 2. Précision 1. Iy = [1,2]
f(12) = £(1.5) = 0.25. Iy = [1;1.5].
f(152) = £(1.25) = —0.4375, |, = [1.25;1.5]. Précision 0.25.
f(1.375) = —0.109375. /3 = [1.375, 1.5]. Précision 0.125.
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Exemple

Approcher v/2 2 0.1 pres
o f(x)=x?>-2,1=1]1,2], f(1) = —1, f(2) = 2. Précision 1. Iy = [1,2]
o f(142)=f(1.5)=0.25 h =[1;1.5].
o f(12) = £(1.25) = —0.4375, I, = [1.25; 1.5]. Précision 0.25.
o f(1.375) = —0.109375. /3 = [1.375, 1.5]. Précision 0.125.

o (1.375+ 1.5)/2 = 1.4375; £(1.4375) = 0.06640625.
ly = [1.375,1.4375]. Précision : 0.0625.
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Exemple

Approcher v/2 2 0.1 pres

e 6 o6 o

f(x)=x%>-2,1=][1,2], f(1) = —1, f(2) = 2. Précision 1. lp = [1,2]
f(52) = £(1.5) = 0.25. ) = [1;1.5].

f(12) = £(1.25) = —0.4375, |, = [1.25; 1.5]. Précision 0.25.
f(1.375) = —0.109375. 3 = [1.375,1.5]. Précision 0.125.

(1.375 + 1.5)/2 = 1.4375; £(1.4375) = 0.06640625.
ly = [1.375,1.4375]. Précision : 0.0625.

On retourne 1.4375 ou bien 1.375 ou bien (1.375 + 1.4375)/2 (sans
doute le mieux, sauf si la bonne valeur est trés proche des bornes de

Is).
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Algorithme

@ Le pseudo-code :

Données : f,a,b,p # p : precision voulue
g,d:=a,b # par hyp f(a)f(b)<=0

tant que d-g>2p faire
m:=(g+d)/2 #milieu
si f(g)f(m)<= 0 alors

d:=m
sinon
g:=m

retourner (g+d)/2
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Algorithme

@ Le pseudo-code :

Données : f,a,b,p # p : precision voulue
g,d:=a,b # par hyp f(a)f(b)<=0

tant que d-g>2p faire
m:=(g+d)/2 #milieu
si f(g)f(m)<= 0 alors

d:=m
sinon
g:=m

retourner (g+d)/2

@ On retourne (g + d)/2 et pas m car a la sortie de boucle d — g < 2p
et m est égal a d ou g. Et donc, si xg est la solution exacte, on peut

avoir xp — m > p, alors que xg est au plus a la distance p du milieu,
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Analyse : Terminaison

On numérote les passages dans la boucle a partir de 1.

On vérifie par récurrence qu'a la fin du k-ieme passage dans la boucle, on
b—a

a dk — 8k = ok

b—a

@ Vrai a la fin du passage zéro : dy —gp = b —a = T
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Analyse : Terminaison

On numérote les passages dans la boucle a partir de 1.
On vérifie par récurrence qu'a la fin du k-ieme passage dans la boucle, on
b—a
adc—gk= ok
b—a
20
@ Hérédité : Si dx_1 — gk_1 > 2p a I'entrée de la boucle k, alors
d = dk—1 + k-1 di—1 + 8k—1

et gk = 8k—1 ou (gk = f et
di = di_1).

@ Vrai a la fin du passage zéro : dy —gp = b —a =

di_1 — gk— do — .
Dans les deux cas : dx — gk = ko1 — Bkl _ 20 kgo (en utilisant

2
HR) a I'entrée de la boucle k + 1. Hérédité : OK

Ivan Noyer ( Lycée Thiers ) Résolution numérique de f(x) = 0 9/46



Analyse : Terminaison

On numérote les passages dans la boucle a partir de 1.
On vérifie par récurrence qu'a la fin du k-ieme passage dans la boucle, on
adik—gk= %
b—a
20
@ Hérédité : Si dx_1 — gk_1 > 2p a I'entrée de la boucle k, alors
d = dk—1 + k-1 et gk = gr 1 ou (gk = dik—1 42-gk—1 ot
dx = dk—1).
Dans les deux cas : dy — gx = J1 ;gk*l = d02—kg0 (en utilisant
HR) a I'entrée de la boucle k + 1. Hérédité : OK

@ Donc dx — gk est une quantité positive qui tend vers zéro et passe
donc au bout d'un nombre fini d'itérations sous la barre des 2p (qui
est la condition d'arrét). Terminaison OK.
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@ Vrai a la fin du passage zéro : dy —gp = b —a =




Analyse : Correction

@ On veut montrer que le résultat retourné est un réel r tel qu'il existe
une solution xp de f(x) = 0 qui vérifie [xg — r| < p.
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Analyse : Correction

@ On veut montrer que le résultat retourné est un réel r tel qu'il existe
une solution xp de f(x) = 0 qui vérifie [xg — r| < p.

@ Invariant : a chaque itération f(g)f(d) <0
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Analyse : Correction

@ On veut montrer que le résultat retourné est un réel r tel qu'il existe
une solution xp de f(x) = 0 qui vérifie [xg — r| < p.

@ Invariant : a chaque itération f(g)f(d) <0

@ Cas de base : OK.
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Analyse : Correction

On veut montrer que le résultat retourné est un réel r tel qu'il existe
une solution xp de f(x) = 0 qui vérifie [xg — r| < p.

Invariant : a chaque itération f(g)f(d) <0

Cas de base : OK.

Hérédité : au début de I'itération k, on suppose que

dy— _
f(dk—1)f(gk—1) < 0. On pose m = %
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Analyse : Correction

@ On veut montrer que le résultat retourné est un réel r tel qu'il existe
une solution xp de f(x) = 0 qui vérifie |xg — r| < p.

@ Invariant : a chaque itération f(g)f(d) <0

@ Cas de base : OK.

o Hérédité : au début de |'itération k, on suppose que

di—1 + gk
f(dk—1)f(gk—1) < 0. On pose m = %.

Q Sif(gk—1)f(m) <0, alors dx = m, et gx = gx—1. Alors
f(gk)f(dk) = f(gk—1)f(m) < 0. Hérédité : OK

Ivan Noyer ( Lycée Thiers ) Résolution numérique de f(x) = 0 10/ 46



Analyse : Correction

@ On veut montrer que le résultat retourné est un réel r tel qu'il existe
une solution xp de f(x) = 0 qui vérifie [xg — r| < p.
@ Invariant : a chaque itération f(g)f(d) <0
e Cas de base : OK.
o Hérédité : au début de I'itération k, on suppose que
f(dk—1)f(gk—1) <0. On pose m = %
Q Sif(gxk—1)f(m) <0, alors dx = m, et gx = gx_1. Alors
f(gk)f(de) = f(gk—1)f(m) < 0. Hérédité : OK
Q Si f(gk—1)f(m) >0, alors gk = m, dx = dk_1 et f(m) de méme signe
que f(gk—1). Alors f(gk)f(dk) = f(m)f(dk-1).

Donc f(m)f(dk—1) est du méme signe que f(gx—1)f(dk—1), c.a.d
négatif. Hérédité : OK
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Analyse : Correction

@ On veut montrer que le résultat retourné est un réel r tel qu'il existe
une solution xp de f(x) = 0 qui vérifie [xg — r| < p.
@ Invariant : a chaque itération f(g)f(d) <0
@ Cas de base : OK.
@ Hérédité : au début de I'itération k, on suppose que
di_ _
f(dkfl)f(gkfl) < 0. On pose m = %
O Si f(gk—1)f(m) <0, Hérédité : OK
@ Si f(gi_1)f(m) >0, Hérédité : OK

@ L'invariant est donc Vvérifié lorsqu’on sort de la boucle a I'étape ¢
(fin).
On a f(d,)f(g,) <0et d, — g, < 2p. Un zéro xo se trouve entre les
deux, soit parce que f(d,)f(g,) = 0, soit par TVI. Le réel r renvoyé
est le milieu de [g,, d,]. Du coup [xp — r| < p.
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Complexité

@ On compte les passages dans la boucle.
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Complexité

@ On compte les passages dans la boucle.
b—a

kT (par récurrence). On

@ Avant l'itération k, on a dx_1 — gxk—1 =

. . .b—a .
fait un passage k si et seulement si pr=y > 2p, donc si et seulement

b_
siok< 272
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Complexité

@ On compte les passages dans la boucle.
b—a

kT (par récurrence). On

@ Avant l'itération k, on a dx_1 — gxk—1 =

. . .b—a .
fait un passage k si et seulement si pr=y > 2p, donc si et seulement
b—a

si 2k <

b—a).

o Ceci est vrai si et seulement si k < log,(
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Complexité

@ On compte les passages dans la boucle.

L b—a ,
@ Avant l'itération k, on a dx_1 — gxk_1 = py=y (par récurrence). On
. . . b—a .
fait un passage k si et seulement si ST > 2p, donc si et seulement
. b—a
si 2K < )
p

o Ceci est vrai si et seulement si k < log,(

b—a b—a

). Si k= |loga

e Il faut donc k < |log,( )] + 1, on sort de

la boucle. Le nombre de passage dans la boucle est en O <In( b ; a)).
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Complexité

@ On compte les passages dans la boucle.

o b—a ,
@ Avant l'itération k, on a dx_1 — gk—1 = Py=y (par récurrence). On
. . . b—a .
fait un passage k si et seulement si ST > 2p, donc si et seulement
) b—a
si 2K < )
p

=

@ Le nombre de passage dans la boucle est en O<In(b ; a)>.

o Ceci est vrai si et seulement si k < log,(

Lo " . a
@ Nombre d'opérations élémentaires en O<In( )> et nombre

b—a
d'appel a f en O(In( )) (temps constant ?)La complexité

dépend de celle de f.
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Complexité

@ On compte les passages dans la boucle.
b—a

@ Avant l'itération k, on a dx_1 — gk—1 = o=y

(par récurrence). On

T 2p, donc si et seulement

fait un passage k si et seulement si T

b—a
b

si 2k <

b—a

o Ceci est vrai si et seulement si k < logs(

).

bh—
@ Le nombre de passage dans la boucle est en O(In( p a)>.

@ La complexité dépend de celle de f.

o La complexité dans le meilleur des cas est la méme : pas de test dans
la boucle conduisant a une sortie anticipée.
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La dichotomie dans les fonctions de bibliotheque

Bien siir, elle est déja implantée (la méthode est appelée bisection en
anglais :

- >>> scipy.optimize as so
3 >>> dichotomie( x : x*x¥2—2, 1, 2, 0.000001)
3 1.4142141342163086

>>> so. bisect ( D x*x2—2, 1, 2)

M 1.4142135623724243

- >>> numpys as np
@l >>> so.bisect(np.sin,

M 3.141592653589214
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Code

© © N o a b~ W N

1def dichotomie(f, a, b, epsilon):

assert f(a) * £(b) <= 0 and epsilon > O

g, d = a, b

while d - g > 2 * epsilon:
m= (g + d) / 2
if £(g) * f£(m) <= 0:

d = m
else:
g =

return (g+d)/2.
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Méthode de Newton

© Méthode de Newton
@ Présentation
@ Approximation de la dérivée
@ Code Newton
@ Fonctions de bibliotheques
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Méthode de Newton Présentation

© Méthode de Newton
@ Présentation
@ Approximation de la dérivée
@ Code Newton
@ Fonctions de bibliotheques
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Méthode de Newton Présentation

Historique

@ Méthode de Newton ou méthode de Newton-Raphson : trouver une
approximation précise d'un zéro (ou racine) d'une fonction réelle
d’'une variable réelle.
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Méthode de Newton Présentation

Historique

@ Méthode de Newton ou méthode de Newton-Raphson : trouver une
approximation précise d'un zéro (ou racine) d'une fonction réelle
d'une variable réelle.

o Isaac Newton (1643-1727) et Joseph Raphson (peut-étre
1648-1715) : recherche des zéros d'une équation polynomiale.
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Méthode de Newton Présentation

Historique

@ Méthode de Newton ou méthode de Newton-Raphson : trouver une
approximation précise d'un zéro (ou racine) d'une fonction réelle
d’'une variable réelle.

o Isaac Newton (1643-1727) et Joseph Raphson (peut-étre
1648-1715) : recherche des zéros d'une équation polynomiale.

o Elargie par Thomas Simpson (1710-1761) (grace  la notion de
dérivée) : calculer un zéro d'une équation non linéaire, pouvant ne pas
étre un polyndme, et d'un systéme formé de telles équations. (source
Wikipedia)
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Présentation
Principe général

A chaque itération, la fonction dont on cherche un zéro est linéarisée (on
confond la fonction et sa tangente) en I'itéré (ou abscisse) courant(e) et
I'itéré suivant est pris égal au zéro de la fonction linéarisée.

Figure — Abscisses successives dans la méthode de Newton

3.0 T T T

2.0+

1.5F

1.0}

0.5

0.0

—0.5 1

-1.0 . . .
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Méthode de Newton Présentation

Principe général

@ Deux conditions sont requises pour la bonne marche de I'algorithme :
la fonction doit &tre dérivable aux points visités (pour pouvoir y
linéariser la fonction) et les dérivées ne doivent pas s'y annuler (pour
que la tangente rencontre I'axe des absisses)
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Méthode de Newton Présentation

Principe général

@ Deux conditions sont requises pour la bonne marche de I'algorithme :
la fonction doit &tre dérivable aux points visités (pour pouvoir y
linéariser la fonction) et les dérivées ne doivent pas s'y annuler (pour
que la tangente rencontre I'axe des absisses)

@ S’ajoute a ces conditions la contrainte forte de devoir prendre le
premier itéré assez proche d'un zéro régulier de la fonction (i.e., en
lequel la dérivée de la fonction ne s'annule pas), pour que la
convergence du processus soit assurée.
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Méthode de Newton Présentation

Principe général

@ Deux conditions sont requises pour la bonne marche de I'algorithme :
la fonction doit &tre dérivable aux points visités (pour pouvoir y
linéariser la fonction) et les dérivées ne doivent pas s'y annuler (pour
que la tangente rencontre I'axe des absisses)

@ S’ajoute a ces conditions la contrainte forte de devoir prendre le
premier itéré assez proche d'un zéro régulier de la fonction (i.e., en
lequel la dérivée de la fonction ne s'annule pas), pour que la
convergence du processus soit assurée.

@ Autrement dit : Il est nécessaire (on I'espére...) de ne jamais
rencontrer de point en lequel la dérivée de f s'annule.

Ivan Noyer ( Lycée Thiers ) Résolution numérique de f(x) = 0 18 /46



Méthode de Newton Présentation

Cas d'une tangente horizontale

Figure — Le second itéré est |'abscisse d'un extrémum

2.5 T T T T T T T

1.8
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Méthode de Newton Présentation

Description

@ f dérivable. On choisit xp proche du zéro a trouver (évaluation
grossiere de ce zéro).
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Méthode de Newton Présentation

Description

@ f dérivable. On choisit xp proche du zéro a trouver (évaluation
grossiere de ce zéro).

@ On a au voisinage de xg : f(x) =~ f(x0) + f'(x0)(x — o). Intersection

f(x0)

tangente/axe des abscisses en x; = xp — Fi(x0)"
X0
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Méthode de Newton Présentation

Description

@ f dérivable. On choisit xp proche du zéro a trouver (évaluation
grossiere de ce zéro).

@ On a au voisinage de xg : f(x) =~ f(x0) + f'(x0)(x — o). Intersection
f(x0)

f'(x0)

tangente/axe des abscisses en x; = xp —

@ On itere.
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D
Description

@ f dérivable. On choisit xg proche du zéro a trouver (évaluation
grossiere de ce zéro).

@ On a au voisinage de xg : f(x) =~ f(x0) + f'(x0)(x — o). Intersection
f(x0)

f'(x0)

tangente/axe des abscisses en x; = xp —

@ On itere.

© Critere d'arrét : deux possibles |f(xx)| < 1 ou bien |xk4+1 — xk| < €2
ol £1,6> € R™ représentent des erreurs d’approximations
caractérisant la qualité de la solution numérique.
Dans tous les cas, il se peut que le critére d’arrét soit vérifié en des
points ne correspondant pas a des solutions de I'équation a résoudre.
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Méthode de Newton Présentation

Justification

On peut montrer que :

@ Si le zéro inconnu « est isolé (seul dans un intervalle), alors il existe
un voisinage de « tel que pour toutes les valeurs de départ xg dans ce
voisinage, la suite (xx)x va converger vers a.
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Méthode de Newton Présentation

Justification

On peut montrer que :

@ Si le zéro inconnu « est isolé (seul dans un intervalle), alors il existe
un voisinage de « tel que pour toutes les valeurs de départ xg dans ce
voisinage, la suite (xx)x va converger vers a.

@ De plus, si f'(«) est non nul, alors la convergence est quadratique, ce
qui signifie intuitivement que le nombre de chiffres corrects est
approximativement doublé a chaque étape.
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Présentation
Exemple

@ On cherche un nombre positif x vérifiant cos(x) = x3.

Ivan Noyer ( Lycée Thiers ) Résolution numérique de f(x) = 0 22 /46



Présentation
Exemple

@ On cherche un nombre positif x vérifiant cos(x) = x3.

@ Reformulation : Racine positive de f(x) = cos(x) — x>. Dérivée
f'(x) = —sin(x) — 3x2.
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e
Exemple

@ On cherche un nombre positif x vérifiant cos(x) = x3.

@ Reformulation : Racine positive de f(x) = cos(x) — x>. Dérivée
f'(x) = —sin(x) — 3x2.

o Comme cos(x) < 1 pour tout x et x3 > 1 pour x > 1, le zéro se situe
entre 0 et 1. Essayons xg = 0, 5.

— s f0) _ g5 _cos(05)=05>
X1 = X0= g0y = 05— — Nty & 11121416371

X0 = x1— [,((Xxll)) : ~ 0,909 672693 736
X3 : : ~ 0,866 263 818 209
X : : ~ 0,865 477 135 298
x5 : : ~ 0,865474 033111
X6 : : ~ 0,865 474 033101
x7 : : ~ 0,865 474 033 102
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Présentation
Algorithme

1 entree : f : application dérivable ,

2 Xp : abscisse proche d'un zéro
3 e : précision voulue

4 sortie : un itéré proche du zéro cherché a la précision voulue
5

6

7 a, n = xo, xo—f(x0)/f'(x0)

8

9 tant_que |n—a|>¢ faire

10 a:=n

1 n := n—f(n)/f'(n)

12 fin_faire

13 renvoyer n
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Méthode de Newton Présentation

Problemes

@ On peut rencontrer des divisions par zéro.
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Méthode de Newton Présentation

Problemes

@ On peut rencontrer des divisions par zéro.

@ La terminaison n'est pas assurée.
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Méthode de Newton Présentation

Problemes

@ On peut rencontrer des divisions par zéro.
@ La terminaison n'est pas assurée.

@ Méme si un résultat est renvoyé, il peut étre éloigné d'un véritable
zéro de f .
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Méthode de Newton Présentation

Stabilité

Hypotheése : f est une fonction définie sur un intervalle / fermé borné
centré en a, de classe C2 telle que f(2) >0 (fonction convexe). On suppose
que a est un zéro de f d'ordre 0 (f'(a) # 0). Quitte a restreindre /, on
suppose que f’ ne s’'annule pas sur /.
@ Par théoreme, on sait qu'une fonction dérivable est convexe si et
seulement si la courbe est au dessus de toutes les tangentes.
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Méthode de Newton Présentation

Stabilité

Hypotheése : f est une fonction définie sur un intervalle / fermé borné
centré en a, de classe C2 telle que f(2) >0 (fonction convexe). On suppose
que a est un zéro de f d'ordre 0 (f'(a) # 0). Quitte a restreindre /, on
suppose que f’ ne s’'annule pas sur /.
@ Par théoreme, on sait qu'une fonction dérivable est convexe si et
seulement si la courbe est au dessus de toutes les tangentes.
@ Comme les cordes sont au dessus de la courbe, les cordes sont au
dessus des tangentes.
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Présentation
Stabilité

Hypotheése : f est une fonction définie sur un intervalle / fermé borné
centré en a, de classe C2 telle que f(2) >0 (fonction convexe). On suppose
que a est un zéro de f d'ordre 0 (f'(a) # 0). Quitte a restreindre /, on
suppose que f’ ne s’'annule pas sur /.
@ Par théoreme, on sait qu'une fonction dérivable est convexe si et
seulement si la courbe est au dessus de toutes les tangentes.
@ Comme les cordes sont au dessus de la courbe, les cordes sont au
dessus des tangentes.
@ La tangente en xp est donc comprise entre la verticale y = xg et la
corde qui joint (xo, f(xp)) a (a, f(a)). on en déduit que x; est entre xg
et a (voir figure page suivante)
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Présentation
Stabilité

f est une fonction définie sur un intervalle | fermé borné centré en a, de
classe C? telle que f(2) >0 (fonction convexe). On suppose que a est un
zéro de f d’ordre 0 (f'(a) # 0).

Figure — Les itérés restent dans /

0 4
Xo x: \
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Méthode de Newton Présentation

Convergence quadratique locale

Hypotheése : f est une fonction définie sur un intervalle | fermé borné
centré en a, de classe C2 telle que f(2) >0 (fonction convexe). On suppose

que a est un zéro de f d'ordre 1 (f'(a) # 0). Quitte a restreindre /, on

suppose que f’ ne s'annule pas sur /.
@ Pour tout x € /, la formule de Taylor-Lagrange donne |'existence de £

tel que : 0 = f(a) = f(x) + f'(x)(a — x) + @(a — x)2, avec
& €la;x[ donc & € 1.

f(X) f” 5 .
Donc x —a = 70x) + 2f,((x))(a —x)2si f/(x) #0.

27 /46
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Méthode de Newton Présentation

Convergence quadratique locale

Hypotheése : f est une fonction définie sur un intervalle | fermé borné
centré en a, de classe C2 telle que f(2) >0 (fonction convexe). On suppose
que a est un zéro de f d'ordre 1 (f'(a) # 0). Quitte a restreindre /, on
suppose que f’ ne s'annule pas sur /.
@ Pour tout x € /, la formule de Taylor-Lagrange donne |'existence de £
tel que : 0 = f(a) = f(x) + f'(x)(a — x) + @(a —x)% ¢el.
Donc x —a = ;(();)) + ;l,((i))(a —x)?si f/(x) # 0.
@ Partant de xg € /, au bout d'une itération :

. @
X1 —a=xp— :,(()2))) —a= ;f,i((xi))(xo —a)? avec £ € 1.
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Méthode de Newton Présentation

Convergence quadratique locale

Hypotheése : f est une fonction définie sur un intervalle | fermé borné
centré en a, de classe C2 telle que f(2) >0 (fonction convexe). On suppose
que a est un zéro de f d'ordre 1 (f'(a) # 0). Quitte a restreindre /, on
suppose que f’ ne s'annule pas sur /.
@ Pour tout x € /, la formule de Taylor-Lagrange donne |'existence de £
tel que : 0 = f(a) = f(x) + f'(x)(a — x) + @(a —x)% ¢el.
Donc x —a = ;(();)) + ;l,((i))(a —x)?si f/(x) # 0.
@ Partant de xg € /, au bout d'une itération :
X1 —a=xy— :,((f%)) —a= %(Xg —a)? avec £ € 1.
@ On pose M = max,¢; |f(?)(x)| # 0 (sinon f’ constante et f affine,
Newton est sans intérét) et m = minye; |f'(x)| # 0. La continuité de
f'.f(2) et I'aspect fermé de | entraine |'existence de M, m. Posons

M
K = —. Alors |x; — a| < K|xp — a|%.
2m
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Méthode de Newton Présentation

Convergence quadratique locale

Hypotheése : f est une fonction définie sur un intervalle | fermé borné
centré en a, de classe C2 telle que f(2) >0 (fonction convexe). On suppose
que a est un zéro de f d'ordre 1 (f'(a) # 0). Quitte a restreindre /, on
suppose que f’ ne s'annule pas sur /.
@ Pour tout x € /, la formule de Taylor-Lagrange donne |'existence de £
tel que : 0 = f(a) = f(x) + f'(x)(a — x) + @(a —x)% ¢el.
Donc x —a = ;(();)) + ;l,((i))(a —x)%si f/(x) # 0.
@ Partant de xg € /, au bout d'une itération :

. @
X1 —a=xp— :,(()2))) —a= ;f,i((xi))(xo —a)? avec £ € 1.

@ On pose M = max,¢; |f(?)(x)| # 0 (sinon f’ constante et f affine,

M
Newton est sans intérét) et m = minye; |f'(x)| # 0. Posons K = oy
m

Alors |x; — a| < K|xo — al?.
@ On choisit xg assez proche de a pour que |xp — a| < % Alors
|x1 — a|] < |xo — a| et donc x; € | (mais on le sait déja).
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Méthode de Newton Présentation

Convergence quadratique locale

Hypotheése f est une fonction définie sur un intervalle | fermé borné
centré en a, de classe C2 telle que f(2) >0 (fonction convexe). On suppose
que a est un zéro de f d'ordre 1 (f'(a) # 0). Quitte a restreindre /, on
suppose que f’ ne s'annule pas sur /.

@ |x1 —a| <|xo— a| et donc x; € /.
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Méthode de Newton Présentation

Convergence quadratique locale

Hypotheése f est une fonction définie sur un intervalle | fermé borné
centré en a, de classe C2 telle que f(2) >0 (fonction convexe). On suppose
que a est un zéro de f d'ordre 1 (f'(a) # 0). Quitte a restreindre /, on
suppose que f’ ne s'annule pas sur /.
@ |x1 —a| <|xo— a| et donc x; € /.
e Par récurrence, les itérés de Newton vérifient |xx — a| < |xp — a| et
donc Vk € N, x¢ € | (on retrouve ainsi le résultat de stabilité).
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Méthode de Newton Présentation

Convergence quadratique locale

Hypotheése f est une fonction définie sur un intervalle | fermé borné
centré en a, de classe C2 telle que f(2) >0 (fonction convexe). On suppose
que a est un zéro de f d'ordre 1 (f'(a) # 0). Quitte a restreindre /, on
suppose que f’ ne s'annule pas sur /.
@ |x1 —a| <|xo— a| et donc x; € /.
e Par récurrence, les itérés de Newton vérifient |xx — a| < |xp — a| et
donc Vk € N, x¢ € | (on retrouve ainsi le résultat de stabilité).
@ Reprenons Taylor-Lagrange, pour tout k on a |xx.1 — a| < K|xx — a|?
(c’est ce qu'on appelle convergence quadratique locale (CQL)).
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Méthode de Newton Présentation

Convergence quadratique locale

Hypotheése f est une fonction définie sur un intervalle | fermé borné
centré en a, de classe C2 telle que f(2) >0 (fonction convexe). On suppose
que a est un zéro de f d'ordre 1 (f'(a) # 0). Quitte a restreindre /, on
suppose que f’ ne s'annule pas sur /.
@ |x1 —a| <|xo— a| et donc x; € /.
e Par récurrence, les itérés de Newton vérifient |xx — a| < |xp — a| et
donc Vk € N, x¢ € | (on retrouve ainsi le résultat de stabilité).
@ Reprenons Taylor-Lagrange, pour tout k on a |xx.1 — a| < K|xx — a|?
(c’est ce qu'on appelle convergence quadratique locale (CQL)).
@ En utilisant 3 fois cette formule de CQL, on obtient :

|xn — a|] < K|xp—1 — a\z <K (K2\x,,_2 — 3]4) < K3 (K4\x,,_3 — 3]8)
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Méthode de Newton Présentation

Convergence quadratique locale

Hypotheése f est une fonction définie sur un intervalle | fermé borné
centré en a, de classe C2 telle que f(2) >0 (fonction convexe). On suppose
que a est un zéro de f d'ordre 1 (f'(a) # 0). Quitte a restreindre /, on
suppose que f’ ne s'annule pas sur /.
@ |x1 —a| <|xo— a| et donc x; € /.
e Par récurrence, les itérés de Newton vérifient |xx — a| < |xp — a| et
donc Vk € N, x¢ € | (on retrouve ainsi le résultat de stabilité).
@ Reprenons Taylor-Lagrange, pour tout k on a |xx.1 — a| < K|xx — a|?
(c’est ce qu'on appelle convergence quadratique locale (CQL)).
@ En utilisant 3 fois cette formule de CQL, on obtient :

|xn — a|] < K|xp—1 — a\z <K (K2\x,,_2 — 3]4) < K3 (K4\x,,_3 — 3]8)
@ Par une simple récurrence, on trouve :

Ixp — a| < K¥'"Yxg —al*".
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Méthode de Newton Présentation

Convergence de la suite des itérés vers a

Comme |xo — a| < %, posons y = K |xg — a|. On a donc y < 1. Il vient :

1 on
— < — .
|XI'I a| K'UJ n_ > 0
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Méthode de Newton Présentation

Convergence de la suite des itérés vers a

Comme |xo — a| < &, posons yu = K |xg — a|. On a donc y < 1. Il vient :

|xn — a] < — 0.

2’1
/'('u n——+00

On a donc montré qu'en prenant xg < assez > proche du zéro a, la suite
des itérés reste dans un petit intervalle fixe autour de a et converge vers a.
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Nombre d'itération
@ On peut montrer que en cas de CQL, le <« nombre de chiffres

significatifs corrects > des itérés double en gros (définir < en gros >)
a chaque itération.
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Méthode de Newton Présentation

Nombre d'itération

@ On peut montrer que en cas de CQL, le <« nombre de chiffres
significatifs corrects > des itérés double en gros (définir < en gros >)
a chaque itération.

@ Or, le nombre de chiffres significatifs représentables par un ordinateur
est limité (environ 15 chiffres décimaux sur un ordinateur avec un
processeur 32-bits).
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Méthode de Newton Présentation

Nombre d'itération

@ On peut montrer que en cas de CQL, le <« nombre de chiffres
significatifs corrects > des itérés double en gros (définir < en gros >)
a chaque itération.

@ Or, le nombre de chiffres significatifs représentables par un ordinateur
est limité (environ 15 chiffres décimaux sur un ordinateur avec un
processeur 32-bits).

@ Donc, en 10 itérations maximum, on est arrivé au nombre
représentable le plus proche possible du zéro.
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Méthode de Newton Présentation

Nombre d'itération

@ On peut montrer que en cas de CQL, le <« nombre de chiffres
significatifs corrects > des itérés double en gros (définir < en gros >)
a chaque itération.

@ Or, le nombre de chiffres significatifs représentables par un ordinateur
est limité (environ 15 chiffres décimaux sur un ordinateur avec un
processeur 32-bits).

@ Donc, en 10 itérations maximum, on est arrivé au nombre
représentable le plus proche possible du zéro.

@ Si la contrainte de sortie de boucle n’est pas vérifiée, c'est
vraisemblablement que la suite des itérés diverge et donc qu'on n'a
pas pris xg assez proche du véritable zéro.
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Méthode de Newton Présentation

Nombre d'itération

@ On peut montrer que en cas de CQL, le <« nombre de chiffres
significatifs corrects > des itérés double en gros (définir < en gros >)
a chaque itération.

@ Or, le nombre de chiffres significatifs représentables par un ordinateur
est limité (environ 15 chiffres décimaux sur un ordinateur avec un
processeur 32-bits).

@ Donc, en 10 itérations maximum, on est arrivé au nombre
représentable le plus proche possible du zéro.

@ Si la contrainte de sortie de boucle n’est pas vérifiée, c'est
vraisemblablement que la suite des itérés diverge et donc qu'on n'a
pas pris xg assez proche du véritable zéro.

@ Enfoncons le clou : si I'itéré initial xg n'est pas pris suffisamment
proche d'un zéro, la suite des itérés générée par I'algorithme a un
comportement erratique, dont la convergence éventuelle ne peut étre
que le fruit du hasard (un des itérés est par chance proche d'un zéro).
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Méthode de Newton Approximation de la dérivée

© Méthode de Newton
@ Présentation
@ Approximation de la dérivée
@ Code Newton
@ Fonctions de bibliotheques
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Méthode de Newton Approximation de la dérivée

Approximation de la dérivée

Parfois, on ne dispose pas de (ou on ne veut pas calculer) la dérivée.
f h) —f
o F(x)~ T Z ()

(Approximation linéaire, DL1).
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Méthode de Newton Approximation de la dérivée

Approximation de la dérivée

Parfois, on ne dispose pas de (ou on ne veut pas calculer) la dérivée.
f h) —f

o Fl(x) = 1T Z C9

e Approximation par taux d’accroissement Si f de classe C2, par la

formule de Taylor-Young :

(Approximation linéaire, DL1).

F(xo-+h) = F(x0)+hF" (x0)+ 12 £ (x0)+o00 ( h?)
TootM=10) _ 7 (x5) = 2 (x0)+o0(h)

Incertitude linéaire.
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Méthode de Newton Approximation de la dérivée

Approximation de la dérivée

Parfois, on ne dispose pas de (ou on ne veut pas calculer) la dérivée.
f h) —f

o Fl(x) = 1T /)7 C9

e Approximation par taux d’accroissement Si f de classe C2, par la

formule de Taylor-Young :

(Approximation linéaire, DL1).

F(xo-+h) = F(x0)+hF" (x0)+ 12 £ (x0)+o00 ( h?)
TootM=10) _ 7 (x5) = 2" (x0)+o0(h)
Incertitude linéaire.
e Approximation par dérivée symétrique Si f de classe C3, par la
formule de Taylor-Young (observer I" incertitude quadratique) :

f(xo+h) = f(xo)+hf’(xo)+§f”(xo)+m+oo(h3)
F(xo—h) = F(s0)—hF(s0)+ 12 £/ (30)~ 100 oy (1)
f(xo+h)—f(xo—h) = 2hf'(x0)+%+oo(h3)
f(x0+h)2—hf(x07h)7f/(XO) _ h2f(36)(x0)+00(h2)
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Méthode de Newton Approximation de la dérivée

Dérivation discréete

@ Deux méthodes de dérivations discréte :

def derivee(f, x0, h):
return (f(x0+h) - f(x0)) / h

def derivee_symetrique(f, x0, h):

© © N o O A W N =

return (£f(x0+h) - f(x0-h)) / (2xh)
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Méthode de Newton Code Newton

© Méthode de Newton
@ Présentation
@ Approximation de la dérivée
@ Code Newton
@ Fonctions de bibliotheques
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e
Code python

e Code basique (aucune vérification des hypothéses de convergence) :

def newton(f, fp, x0, epsilon):
u = x0
u - f(u)/fp(u)
while abs(v-u) > epsilon:
u, v = v, v - £(v)/fp(v)
return v

A%

N o g &~ W N
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e
Code python

e Code basique (aucune vérification des hypothéses de convergence) :

def newton(f, fp, x0, epsilon):
u = x0
u - f(u)/fp(u)
while abs(v-u) > epsilon:
u, v = v, v - £(v)/fp(v)
return v

A%

N o g &~ W N

o Utilisation réelle : vérifier que u, v ne prennent pas de trop grandes
valeurs (sortie de I'intervalle d'étude) ou que |f'(v)| n'est pas trop
petite (division par un proche de zéro).
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Méthode de Newton Code Newton

Trace d'éxecution

Trace d'exécution :

>>> math
3 >>> newton(math.sin, math.cos, 3, 10x%(—3))
M 3.141592653300477

M >>> newton ( X @ X*k*%2—2,
M 1.4142156862745099
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Méthode de Newton Fonctions de bibliotheques

© Méthode de Newton
@ Présentation
@ Approximation de la dérivée
@ Code Newton
@ Fonctions de bibliotheques
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Méthode de Newton Fonctions de bibliotheques

Recherche de zéro d'une fonction : idées générales

e Résoudre f(x) = 0 ou équivalent x = g(x).
@ Plusieurs méthodes disponibles dans scipy.optimize.

@ Méthode de point fixe, Newton, Brent, méthode générale.
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Fonctions de bibliothéques
Point fixe x = g(x)

@ Itération explicite : xp+1 = g(xn).
@ Peut étre codée manuellement.
@ Convergence non garantie, dépend de g.
1x = x0
2for i in range(max_iter):
3 x_new = g(x)
4 if abs(x_new - x) < tol:
5 break
6 X = X_new
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Méthode de Newton Fonctions de bibliotheques

scipy.optimize.root

e Méthode générale pour f(x) = 0.
@ Plusieurs algorithmes au choix (hybride par défaut).

@ Supporte aussi les systémes vectoriels.

1 from scipy.optimize import root
2

3res = root(f, x0)
4 print (res.x)
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Méthode de Newton Fonctions de bibliotheques

scipy.optimize.newton

@ Implémentation de Newton-Raphson.
@ Supporte aussi la méthode de la sécante (si dérivée non fournie).

e Tres rapide quand f'(x) est connue.

1 from scipy.optimize import newton

IS

e

|
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o

=
]

newton(f, x0, fprime=f_prime)

newton (f, x0)

=0

i

|

)]

o
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Méthode de Newton Fonctions de bibliotheques

scipy.optimize.brentq

e Méthode robuste (Brent) pour f(x) = 0 sur un intervalle [a, b].
o Nécessite un changement de signe : f(a) x f(b) < 0.

@ Tres fiable, pas besoin de dérivée.

1 from scipy.optimize import brentq
2
3x_sol = brentq(f, a, b)
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Méthode de Newton Fonctions de bibliotheques

Résumé des choix

@ point fixe : simple mais convergence incertaine.
@ root : méthode générale pour f(x) = 0, méme pour systemes.
@ newton : trés rapide si dérivée connue.

@ brentq : tres fiable dans un intervalle connu, pas besoin de dérivée.
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@ Quelle méthode choisir ?
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Quelle méthode choisir 7

Pas de méthode universelle de résolution
@ Si on cherche la simplicité et la robustesse, la méthode dichotomique
s'impose : la continuité de la fonction et un premier intervalle [a, b]

tel que f(a)f(b) < 0 sont suffisants. La < lenteur > de cette méthode
est toute relative quand on veut seulement quelques décimales.
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Pas de méthode universelle de résolution

@ Si on cherche la simplicité et la robustesse, la méthode dichotomique
s'impose : la continuité de la fonction et un premier intervalle [a, b]
tel que f(a)f(b) < 0 sont suffisants. La < lenteur > de cette méthode
est toute relative quand on veut seulement quelques décimales.

@ Si on connait une bonne approximation d'un zéro et qu'on cherche la
rapidité, alors on peut appliquer une méthode de la famille de
Newton : la méthode de Newton proprement dite si on connait f’ ou
qu'on décide de I'approcher numériquement ; la méthode de la
sécante (voir TD) si on ne peut/veut pas évaluer f’ ou encore la
méthode de Halley (qui est cubique) si on connait f”.
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Quelle méthode choisir ?

Pas de méthode universelle de résolution

@ Si on cherche la simplicité et la robustesse, la méthode dichotomique
s'impose : la continuité de la fonction et un premier intervalle [a, b]
tel que f(a)f(b) < 0 sont suffisants. La < lenteur > de cette méthode
est toute relative quand on veut seulement quelques décimales.

@ Si on connait une bonne approximation d'un zéro et qu'on cherche la
rapidité, alors on peut appliquer une méthode de la famille de
Newton : la méthode de Newton proprement dite si on connait f’ ou
qu'on décide de I'approcher numériquement ; la méthode de la
sécante (voir TD) si on ne peut/veut pas évaluer f’ ou encore la
méthode de Halley (qui est cubique) si on connait f”.

@ Dans des situations intermédiaires, on peut pratiquer des méthodes
mixtes, avec une premiére phase de localisation de zéros par
dichotomie, puis des itérations de Newton. Si ces itérations de
Newton ne semblent pas converger, on peut reprendre une phase de
dichotomie ; etc.
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Quelle méthode choisir 7

Comparaison avec Numpy

N

La méthode de Newton est programmée dans scipy.optimize.newton. A
noter que si on ne donne pas la dérivée, c'est en fait la méthode de la

sécante (voir TD) qui est appliquée.
>>> scipy.optimize

M >>> scipy.optimize.newton(math.sin, 3, math.cos)
M 3.141592653589793

M >>> math. pi

M 3.141592653589793

M >>> scipy.optimize.newton(math.sin, 3)
3.141592653589793
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